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RESUMEN Compensar aspectos que producen inequidad de género en el aula de matemiticas
requiere construir espacios de ensefianza y de aprendizaje desde la funcionalidad y la transver-
salidad del conocimiento matemdtico. Desde esta postura, en este articulo nos interesa ana-
lizar, a modo de ejemplo, un escenario singular de las nociones matematicas involucradas en
la explicacion de situaciones de cambio y prediccion. Particularmente, mostramos el uso de la
variacion en la interpretacion de electrocardiogramas durante el diagnéstico de enfermedades
cardiacas. En las consideraciones finales, narramos una experiencia con mujeres talentosas del
bachillerato mexicano al tratar con dicha variacion.
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ABSTRACT Compensate aspects that produce gender inequality in the teaching of mathematics re-
quires the building of spaces for teaching and learning from the functionality and transversality
of mathematical knowledge. In this paper, we are interested in analyzing, as an example, a sin-
gular scenario of mathematics related to the explanation of situations of change and prediction.
We show the use of variation in the interpretation of electrocardiograms during the diagnosis of
cardiac diseases. In the final considerations, we narrate an educational experience with talented
women from the Mexican high school when dealing with variation.
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INTRODUCCION

Una premisa generalizada de las matematicas se refiere
a su relevancia para el desarrollo humano y a la par-
ticipacidon del pensamiento matematico en la realizacién de
actividades profesionales, académicas o recreativas; se acepta
entonces que el uso del conocimiento matematico es funda-
mental en una gran cantidad de situaciones. Sin embargo,
en el dmbito escolar, los contextos utilizados para aludir a tal
diversidad se reducen a problemas de compra—venta y de re-
parto, mientras que en el caso de las matematicas avanzadas,
se le confina al tratamiento de fendmenos de movimiento
o propios de la optimizacion. En este sentido, se plantea la
necesidad del cuestionamiento siguiente: sa qué se refiere el
uso del conocimiento matemadtico?, mds atn, ;cudles son los
contextos situacionales en los que es usado tal conocimiento?
y sc6mo se desarrolla el pensamiento matemdtico?

La Socioepistemologia, en tanto teoria pragmatica, alude al
uso del conocimiento de manera situacional —qué, quién,
cdmo, para qué usa—, esto es, reflere a las practicas en las que
se construye el conocimiento matematico' (Cantoral, 2013).
Desde esta postura, Farfin y Simén (2017) muestran que la
equidad de género al interior del aula de matematicas precisa
el transito de un modelo de ensefianza que busca la aprehen-
sion del objeto a uno que propicie el uso, la funcionalidad y
la transversalidad del conocimiento matematico. En este sen-
tido, un reto importante para la ensefianza de las matematicas
es la conformacién de escenarios con estas caracteristicas. De
ahi, la relevancia de conocer cudles son los contextos situacio-
nales en los que es usado el conocimiento matematico.

En este articulo mostramos algunos resultados de nuestra
investigacion, analizamos desde la transversalidad el uso de la
variacion en la toma de decisiones ante situaciones de cam-
bio y prediccion, es decir, la variacién —como nocién mate-
madtica— es un emergente del analisis del cambio con fines
predictivos. Por ejemplo, para determinar nuestra ubicaciéon
al atrapar un objeto lanzado, para aproximar el tiempo de
llegada a un punto de encuentro, si acudimos caminando, o
bien, al cruzar una calle, es necesario comparar el cambio en
la posicion del objeto o la propia durante un lapso.

Particularmente, analizamos en la interpretacion de electro-
cardiogramas?, el uso de la variacion y evidenciamos su papel
primordial para diagnosticar enfermedades cardiacas. A par-
tir de este andlisis caracterizamos de qué manera el pensa-

! Contraria a la postura de otros enfoques tedricos que privilegian la
identificacion de los objetos formales en “contextos extra-matematicos”.
% Representacion grafica que mide el voltaje con respecto al tiempo en
los procesos de contraccion y de relajacion cardiaca.
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miento y lenguaje variacional estan presentes en la toma de
decisiones en escenarios de incertidumbre, donde la evolucién
del cambio no sigue leyes y presenta desenlaces inesperados.

REFLEXIONES TEORICAS SOBRE EL ANALISIS
DE SITUACIONES DE CAMBIO

Un aspecto esencial para el desarrollo de nuestra investi-
gacion es el posicionamiento, desde la Socioepistemologia,
sobre el uso del conocimiento, y la centralidad otorgada a
las practicas que significan a los objetos matematicos for-
males. En este sentido, el uso de la variaciéon emerge en
situaciones de cambio mediante la comparacion de dos es-
tados, lo cual posibilita la determinacién de regularidades
que permiten la prediccion de resultados. Asi, el binomio
predecir-comparar es la esencia de las formas culturales en
las que los individuos se apropian de la variacién matemd-
tica, bajo el pensamiento y lenguaje variacional®. Entonces,
tal binomio es una herramienta potente para analizar el uso
situacional del conocimiento matemdtico.

Un examen con mayor detalle sobre la variacién precisa
distinguirla de la wariacién consecutiva, por ejemplo, para
conocer la segunda derivada de una funcién es necesario co-
nocer la primera derivada y, ésta a su vez requiere de la fun-
cion; este tipo de enfoque sobre la variacion f™ « f0+D
es favorecido por la matematica escolar tradicional o proce-
dimental a través de la significacién de la derivada como el
limite de un cociente incremental,

£(x) =limp_, f(X+h2-f(x)

mientras que, hablar de variacion sucesiva se refiere a la ar-
ticulacion de los 6rdenes de variacion —explicar el estado
futuro a través de articular los estados previos, el primer or-
den de variacion o primeras diferencias, el segundo orden
de variacién o segundas diferencias y asi sucesivamente—,
(Figura 1). Consideremos un ejemplo sencillo, si E, E, y E,
corresponden a las medidas tomadas a la altura de un drbol
durante tres afios, entonces E ~E informa el crecimiento
que sufri6 el arbol del primer al segundo afio, mientras que
E~E,informa el crecimiento del segundo al tercer afio; de
manera general, el primer orden de variacién informa sobre

3 El pensamiento y lenguaje variacional han acompanado la consti-
tucién y la evolucién de la Teoria Socioepistemoldgica. Estos tienen
una doble acepcion, por un lado, una linea de investigacion interesada
en estudios socioculturales sobre la construccion y la apropiacion ar-
ticulada de las nociones de cambio, variacién y prediccion; por otro
lado, una forma particular de pensamiento matematico presente en el
andlisis de situaciones de cambio.
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el comportamiento creciente, decreciente o constante que tiene un fendmeno. Ahora bien, la
tipificacion del crecimiento (cada vez mds, cada vez menos o siempre igual) se determina anali-
zando el segundo orden de variacidn; obteniendo asi, informacion cada vez mds especifica de la
situacion, en tanto que se articulen mayores 4rdenes de variacion.

FIGURA 1. VARIACION SUCESIVA

El EZ E3 E4 ... Sucesion de estados del fenémeno
/ / / Primero orden de variacién. Descripcion, tipificacion o explicacion del
AE AE AE fenémeno a través de la articulacion de la sucesion de estados y la sucesion
! 2 3 ***  de las primeras diferencias de los estados.
/ / Segundo orden de variacién. Descripcion, tipificacion o explicacion del
A2E A2E fendmeno a través de la articulacion de la sucesion de estados, la sucesion de

las primeras diferencias de los estados y la sucesion de segundas diferencias
de los estados

Fuente: Elaboracién propia

Asi, la Derivada como concepto no es, a primera instancia, lo que se debe introducir en el aula
de matematicas, sino la nocién de comparacion y prediccién como pricticas que le signifiquen.
Esta propuesta surge (Cantoral, 1990, 1991) bajo la idea fundacional de articular la prediccion
—nocién esencial de las ciencias experimentales— con las conceptualizaciones formales de la
Matemdtica, particularmente, lo analitico.

Idea fundacional. La articulacion de la prediccion —nocion esencial de las ciencias
experimentales— y lo analitico —nocion propia de las Matematicas—, permite
conocer el estado inicial del sistema x, f(x), y f'(x), ... lo que permite conocer
el estado posterior f(x+h).

Por ejemplo: En la serie de Taylor, la practica de predecir acompana la construccion
de la nocion de variacion

flethy=f(e)+ L0 OO

La consideracién de la variacidn sucesiva como elemento esencial en el binomio predecir-com-
parar permiti6 a las investigaciones de las ltimas décadas diversificar los escenarios de signifi-
cacion. Esto también es parte de la fundamentacion de nuestra investigacion, pues analizamos
el uso de la variacion sucesiva en la interpretacion de electrocardiogramas durante el diagnosti-
co de enfermedades cardiacas. Este andlisis fue desarrollado a través de un estudio etnogrifico
en el Servicio de Cardiologia del Hospital Universitario “Manuel Ascunce Domenech” en
Camagiiey, Cuba.

Es importante mencionar también que la realizacién de esta investigacion amplia la naturaleza
de las situaciones estudiadas por el pensamiento y lenguaje variacional, pues se entiende el
andlisis del cambio con fines predictivos en escenarios deterministas hacia los no deterministas.




EL USO DE LA VARIACION SUCESIVA EN LA
INTERPRETACION DE ELECTROCARDIOGRAMAS

Para ejemplificar el uso de la variacion sucesiva en el diagnostico de enfermedades cardiacas, re-
currimos a los bloqueos en la conduccion del impulso eléctrico en la zona auriculoventricular —en
adelante, Bloqueo AV, BAV (figura 2)— como la enfermedad a diagnosticar. Presentamos el didlogo
con un cardi6logo sobre un caso de BAV y la caracterizacion que presentan los libros; en ambos,
analizamos los argumentos sobre la cuantificacién del cambio que sustentan tal diagnéstico.

FIGURA 2. ELECTROCARDIOGRAMA DE BAV GRADO I MOBITZ |

#1190

Fuente: Castellano y Attie (2004)

El uso de la variacién sucesiva en la
caracterizacion institucional de Blogueos AV

Las caracteristicas electrocardiogrificas del BAV tipo Mobitz I son: a) prolongacién progresiva del inter-
valo PR; b) disminucién progresiva del incremento del intervalo PR de latido a latido; ¢) disminucion
del intervalo RR; d) la pausa producida por la onda P bloqueada es menor a la suma de dos intervalos PP
y es igual a la suma de dos intervalos PP menos la suma total de los incrementos de conduccion, y e) el
intervalo RR producido después de la pausa es mayor que el altimo intervalo RR producido antes de la
onda P bloqueada (Lobelo, et al. 2001, p. 2126. Enfasis por la autora).
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Observemos que, la identificacién del enlentecimiento en la conduccion de los estimulos eléc-
tricos es necesario para este diagnéstico. El apartado a) indica una prolongacién progresiva
de este intervalo PR —correspondiente a la identificacién de un comportamiento creciente— y
ademds, se especifica en el apartado b) una disminucion en el incremento —identificando asi un
comportamiento creciente cada vez menor. Por ejemplo, en la figura 1 los valores del intervalo
PR (senalados con flechas) son 190, 280 y 360 milisegundos correspondientes a tres latidos del
corazé6n consecutivos; ahora, cuantificando el cambio, notamos que la duracién es mayor en cada
latido, pero ;qué tanto crece? la duracion del segundo latido es 90 milisegundo mds grande que
la del primero, mientras que la duracion del tercer latido es 80 milisegundo mds grande que el
segundo, de donde el comportamiento global es de crecimiento cada vez menor.

Mayor detalle sobre la confluencia entre distintas caracterizaciones para el BAV se pueden consul-
tar en (Moreno-Durazo y Cantoral, 2017), en donde mostramos que atin cuando las condiciones
o las caracteristicas parecieran no ser iguales tienen en el fondo el mismo andlisis sobre el cambio.

El uso de la variacion sucesiva a través de las prdcticas y
los argumentos en el diagnéstico

Durante el estudio etnografico, retomamos el diagnéstico de los bloqueos auriculoventriculares y
nos centramos en los argumentos para su diagnostico a través de la interpretacion de electrocar-
diogramas. En la tabla 1 mostramos los argumentos emergentes en la entrevista con el cardiologo,
donde plantea un escenario en el diagnéstico de un BAV grado II Mobitz I, asignando valores para
la duracion del intervalo PR.

TABLA 1 ARGUMENTOS SOBRE EL DIAGNOSTICO DE BAV GRADO || MOBITZ |

Cardiologo: cada prolongacion es menor que la que le antecede. O sea, €l arranca en

0.20 —se prolonga a 0.24— el otro se prolonga; o sea, aument6 4 centésimas de segundo
Cardiologo: el siguiente ya no seria 0.28 sino seria 0.26. Esto es exacto,

esto siempre es exacto

Investigadora: el incremento ;debe ser menor que 4? Puede ser

Cardiologo: no, no; menor que 4, pero nunca mas. Pero eso tiene una explicacion
matematica y de las células, desde el automatismo de la célula

Fuente: Extracto de las entrevistas iniciales

Antes de proporcionar el valor numérico que tendria el intervalo PR en el tercer latido, el car-
didlogo calcula cudl es la diferencia entre los valores del intervalo PR del primero y del segundo
latido; de manera que, el valor de la diferencia entre el segundo y el tercero debe ser menor
(tabla 2). Con esto, el cardiélogo alude a la variacion sucesiva hasta segundo orden, pues analiza
el cambio en la duracion del intervalo y también, el cambio del cambio; entonces, el primer
orden corresponde al “crecimiento en el valor” del intervalo PR y el segundo orden se presenta
al tipificar el crecimiento como “cada vez menor”.
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TABLA 2 ANALISIS DEL INTERVALD PR EN UN CASD DE BAV GRADO I MOBITZ |

Intervalo PR Intervalo PR Intervalo PR
(primer latido) (segundo latido) (tercer latido)
0.20 s 0.24 s X (después del calculo propone 0.26 s)

0.04 s (diferencia en el intervalo PR del primer
y segundo latido)

Incremento < 0.04 s (después del célculo se propone 0.02 s)

Fuente: Elaboracion propia

Ejemplos mis detallados sobre el uso de la variacion sucesiva en la interpretacién de electrocardio-
gramas pueden consultarse en (Moreno, 2018; Cantoral, Moreno-Durazo y Caballero-Pérez, 2018).

REFLEXIONES HACIA EL AMBITO EDUCATIVO

Particularmente, encontramos en la Cardiologia un ejercicio de referencia que permite la resigni-
ficacion de la variacion sucesiva en la determinacion de précticas predictivas (predicciones, estima-
ciones, inferencias, entre otras). Los argumentos que siguen los cardidlogos para referirse al cam-
bio y al cambio del cambio, tienen una naturaleza similar a aquella en la que el sentido simbdlico
corresponde a expresiones diferenciales como: dy, d%), &%, ya que dy =d(dy) y &y =d(d*y)=d(d(dy)).
Es importante reconocer que, bajo este enfoque, la variacion sucesiva alude a especificaciones cada
vez mas refinadas sobre el comportamiento del fenémeno, segin el orden de variacién utilizado.

Entonces, en la tabla 3 incluimos a la cardiologia en los escenarios de significacién propuestos

por Cantoral (2004).

TABLA 3. SIGNIFICACION DE LA VARIACION SUCESIVA

Esta base de significaciones para la variacion fue utilizada en las sesiones del taller Desarrollo del
Pensamiento Matemdtico. Estrategias para jovenes de Talento Media Superior, donde participaron
mujeres talentosas del bachillerato mexicano®. En esa ocasién, concretamos en tres sesiones de
trabajo el estudio de la variacién sucesiva (hasta segundo orden de variacién), a través de situa-
ciones de llenado de recipientes, situaciones de desplazamiento con variacion en la velocidad y la
interpretacion del electrocardiograma (caso expuesto anteriormente). Las jévenes identificaron la
transversalidad del saber —a partir de las practicas de comparacion, seriacion, estimacion y predic-
ci6bn—y articularon las tres situaciones mediante la variacion sucesiva. Los argumentos emergentes
de las situaciones de movimiento y llenado corresponden con su contexto, mds aun, les fueron de
utilidad para explicar el cambio en el escenario médico y establecer analogias entre una persona
que se desplaza a velocidad cada vez menor, un recipiente con forma de cono que es llenado a flujo
constante (la altura crece cada vez menos) y el bloqueo auriculoventricular grado II Mobitz I.

4 Colaboracion realizada con el Programa Interdisciplinario sobre Politica y Préctica Educativa (PIPE-CIDE)
durante la edicion Mujeres D.F. en 2016.

1

Cilculo | Fisica Geometria | Cotidiano Cardiologia

f(x) Posicion Ordenada | Estatura: pequefio, mediano, grande | Medida del intervalo RR

f'(x) | Velocidad | Pendiente | Nocién de crecimiento Prolongacién del intervalo latido a latido

f"(x) | Aceleracién | Concavidad | Cantidad de crecimiento Disminucion en la prolongacién latido a latido
Fuente: Cantoral (2004) Fuente: (Moreno, 2018)
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La discusion hasta aqui realizada corresponde a un ejemplo de la funcionalidad y la transversalidad
del conocimiento, que como mencionan Farfin y Simén (2017) son aspectos necesarios en el aula
de matemdticas para contrarrestar aspectos de desigualdad de género. Mis ain, mostramos algu-
nos elementos esenciales relativos al Pensamiento y lenguaje variacional para construir escenarios
que evidencien la contextualidad, la funcionalidad y la transversalidad del saber —elementos del
aula extendida (Cantoral, 2013)—, es decir, la variacién sucesiva, el binomio comparacién-predic-
cién, las pricticas que acompafian la construccién de la variacion y otras mds.

CONSIDERACIONES FINALES

La caracterizacion del uso de la variacion sucesiva en la practica médica del cardidlogo es un resul-
tado relevante en el dmbito educativo, al proporcionar rutas de redisefio del discurso matematico
escolar. En un sentido, potencia el estatus de la variacion sucesiva no solo como herramienta para
la significacion de la derivada (Cantoral y Farféin, 1998), sino como un elemento primordial en
la toma de decisiones frente a situaciones de cambio inesperado. Por otro lado, con base en esta
investigacion, se identifica una manera en la que la abduccién —habitualmente no considerada en
las clases de matematicas, pero si parte del pensamiento matematico— participa en los procesos
de andlisis variacional donde se significan los objetos matematicos formales del cambio.

Ademas, conlleva un aporte teérico relevante dentro de la linea de investigacion acerca del pensa-
miento y lenguaje variacional, pues logra articular los conceptos asociados al estudio del cambio
con fines predictivos en situaciones deterministas —es decir, que siguen leyes de cambio— con
elementos emergentes al analizar situaciones no deterministas; brindando asi, una postura sobre
las formas de pensamiento matematico que se ponen en juego en situaciones de naturaleza diversa.

Un resultado principal que no forma parte de la discusion desarrollada en este articulo, pero si es
importante resaltar, es que con base en nuestra investigacion se identific y caracterizé un prin-
cipio del pensamiento matematico, el principio Estrella, presente en las predicciones, inferencias
o anticipaciones que realizan los individuos a través del andlisis de la pequefia variacion; lo cual
puede consultarse en (Moreno, 2018). Lo que en general se puede entender como el andlisis de las
causas y los efectos en la toma de decisiones, en Matematicas, tiene mecanismos propios sobre la
variacion y el razonamiento abductivo.
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